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Palavras iniciais: uma introdugdo ao estudo da dlgebra vetorial na educagdo bdsica

No Exame Discursivo do Vestibular 2011 da Uerj, foi proposta uma questdo cuja solugdo mais
simples passa pelo conhecimento de algebra vetorial, tema de extrema importancia ndo sé para a
matematica, mas também para areas como engenharia e fisica. Essa questdo, reproduzida abaixo,
aborda especificamente o subitem do programa “vetores em R®”. Observe:

Uma sala tem a forma de um paralelepipedo retangulo. Para levar fios a uma tomada T, um cano
foi instalado tangente a duas paredes dessa sala. A primeira parte reta do cano, BA, faz um angulo
de 45° com o chido e a segunda parte, AT, congruente com a primeira, forma um angulo de 45°
com a parede inicial.

Observe a ilustracao:

parede A
inicial

a5

chao

/" Desprezando a espessura do cano, calcule o angulo BAT, formado por suas duas partes.

Antes de prosseguir, porém, com comentérios acerca da solucdo da questao, faremos uma breve
digressdo acerca dos principios relacionados a élgebra vetorial.

Os primérdios da dlgebra vetorial

A élgebra vetorial se desenvolveu no século XIX devido aos avancgos da fisica e
da engenharia. O estudo dos vetores surgiu nas primeiras décadas desse século
com as representagdes geométricas dos numeros complexos, nas quais se
usavam segmentos de retas da mesma forma que fazemos hoje com os vetores.
Ao que tudo indica, os trabalhos de Hermann Gunther Grassmann (1809-1877)
e de Josiah Willard Gibbs (1839-1903) impulsionaram o uso dessa importante
ferramenta matematica.

O livro Electromagnetic theory, do fisico Oliver Heaviside (1850-1925), continha
elementos de analise vetorial. Evidéncias histéricas mostram que a associacédo de

Josiah W. Gibbs sua andlise vetorial ao estudo das teorias de James Clerk Maxwell (1831-1879)
sobre eletricidade e magnetismo contribuiu para que os métodos vetoriais, utilizados por Heaviside,
fossem disseminados rapidamente. Atualmente, os vetores sdo a linguagem moderna de grande parte
da fisica e da matemética aplicada, além de possuirem um interesse matematico tedrico intrinseco.

O tempo, a massa e o volume podem ser medidos com um nimero real, por isso sdo denominados
grandezas escalares. Ja a velocidade, o deslocamento e a for¢ca ndo dependem apenas das suas
intensidades, tém direcdo e sentido. Por isso, sdo grandezas vetoriais. O uso da algebra vetorial facilita,
portanto, as operagdes e a analise das relagdes entre esses conceitos da fisica.

Toda teoria é motivada pela resolucdo de problemas. Nesse sentido, apresentamos a seguir um dos
problemas que dao origem a definicdo de uma operagdo de vetores.
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Constru¢do de uma operagdo com vetores
O conceito de trabalho de uma forga constante F, que produz um deslocamento d, é uma grandeza
escalar definida como uma relagdo entre os vetores forca e deslocamento. Observe a figura a seguir,

e — — , ~
onde F é a forca aplicada a um corpo, PA = d é o deslocamento desse corpo, e 0, 0< 0 <90°, € 0 angulo
entre esses dois vetores.

_Se F, é a projeco ortogonal de F sobre a direcio do deslocamento d , define-se trabalho 1 da forca
F pelo seguinte produto:

o+ | ﬁd”(ﬂ , quando Ft, e d t&m o mesmo sentido (0°< 0 <90°);

o |F,l.1d]=0, quando o angulo entre F, egée = 90°;

o— | Fj| AdT quando |§; e d tém sentidos opostos (90° < 6 < 180°).

Como | Fi |=IF].lcoso |, pode-se abreviar a definicdo do trabalho com apenas uma equacéo:
T= |E|.cose. |g| = 1= |I?|.|a|.c059 @)

Com as coordenadas de I?(aw, a,), d-= (b, b)e BA = A-B=(a, —b, a,-b,), obtém-se os mddulos
desses vetores:
|%

Fl=+(a,)?+(ay)?
|d|=(b,)?+ (b,?
|BA|=+(a, - b+ (a,- b,?

Com a lei dos cossenos aplicada ao tridngulo PAB, obtém-se:
1BA|"= [FI+ [dI'-2.F].1d].coso =

(V@ = b7+ (a,—b,)?)" = V(@2 + (a)?)" + N (0,2 + (0,8° = 2 .IF| .1dl . coso =

(81 - b1)2 + (32_ bz)2 = (aq)z + (32)2 + (b1)2 + (b2)2 -2. | E' . |a| .cosf =
(2, — 2a,b, + (b))? + (3,7 — 2a,b, + (b, = (a2 + (a,)2 + (b,)2+ (b2 —2 . |F|.|dl. coso =
—2ab,—2a,b,= ~2.F1.1d].coso =

a,b, tab,= |Fl.1dl.coso (1)

Comparando-se (1) e (II ), observa-se que t = a,b, + ab,. Trata-se de uma operacdo com as
coordenadas dos vetores que € denominada produto interno ou produto escalar. Embora o trabalho
ndo tenha uma natureza vetorial, € uma operacdo com vetores. Com esse produto, conclui-se que o
trabalho é o produto escalar do vetor forga pelo vetor deslocamento:

— —

t=F.d
Esse problema fisico motiva definir o produto escalar (ou produto interno) de dois vetores do R®.
Se X = (X, X,, X;) e y (Y, Y, Y4), esse produto, que é representado por X . y, é o nimero real

XY, T Xy, ¥ Xy, = |Y| |7| cos0.
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Aplicagoes do produto escalar
A geometria tem um grande interesse nessa operagao de vetores porque pode facilitar o célculo de
angulos. Por exemplo, a molécula de metano, CH,, tem a forma espacial de um tetraedro regular. O
nucleo do carbono estéd no centro do tetraedro e cada hidrogénio em um vértice. Sabe-se, da geometria,
que quatro vértices de um cubo podem ser de um tetraedro regular. Com isso, escolhe-se um sistema
de coordenadas cartesianas para determinar os vértices do tetraedro, conforme se observa na figura a
seguir.

— tetraedro
— cubo

Se a aresta do cubo mede 2a, entdo as coordenadas dos vértices B, D e do centro K s3o:

B = (23, 23, 0)
= (0, 0, 0)
K=(a, a, a)
As coordenadas e os mddulos dos vetores KB e KD sao:
KB=B-K=(a a,-a) . IKBI—Va + a2+ (Ca)? - |KBl=aV3
—_—
KD=D -K=(-a, —a, —a) |KD| +(—a)2+(—a)2=a\/§
Assim:
— A A
KB.@:|@|.|K_IS|COSK o (a, a,-a). (a,—a,—a)=a\/37.a\/37cosK
-a2-a?+ a2=3a2.cosl/<\ cosK —%

Com uma tabua trigonométrica ou uma calculadora cientifica, determina-se o valor aproximado da
A N
medida do angulo BKD, que é aproximadamente 109°. BKD corresponde ao dngulo entre duas ligagdes
do carbono com o hidrogénio.

Finalmente, pensando sobre a questdo do Vestibular Estadual, nota-se que se trata, também, de uma
aplicacdo do produto escalar. Observe:

AZ
E T
455
parede A
inicial
C D
4 0, )y

chao
X

Os eixos x, y e z, do sistema de coordenadas cartesianas introduzidas, contém, respectivamente, CB,
CD e CA. Os triangulos retdngulos ABC e AET sao isdsceles e congruentes. Assim, os catetos sdo
iguais:t AC=BC=AE=ET=a.Como sistema de coordenadas cartesianas, e possivel determinar

as coordenadas dos pontos e dos vetores AB e AT que formam o angulo BAT Logo:

AB=(a 0 -a) - |BAl =
A(0,0, ), B(a,0,0)e T(O, 3, 2a) = { (2 0,-a) . IBAl =av2
AT = (O, a, a) | BT| = a\lj
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Pode-se calcular, assim, o produto escalar dos vetores AB e AT:
— —> — — A N
AB . AT = |AB|.|AT|cosA = (@, 0,-a).(0,a a) =av2 .aV2 .cosA

AN A N o
—a?=2a%.cosA . cosA= —iz - A=120.

Palavras finais

A questdo analisada, apesar de dirigida a um publico que estd concluindo o ensino médio, é um
exemplo de como assuntos de grande relevancia para o ensino superior ja podem ser preliminarmente
abordados. Lembramos, por fim, que o problema proposto na questdo também pode ser resolvido pela
geometria euclidiana. Porém, sua solugdo pela algebra vetorial é mais réapida — e consideramos que,
para o universo da engenharia, mais elegante!
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